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　　摘　要 :　文献[1 ]提出的最优加权空间平滑技术可以使相干源存在时的信源协方差矩阵恢复为对角阵.由于文

献[1 ]中导出的最优权矩阵是空间信源方位的函数矩阵 ,本文利用最优加权空间平滑后阵列协方差矩阵的 Toeplitz性 ,

构造了一个全新的优化拟合的代价函数 ,并基于此提出了一种相干源方位估计的新算法.与文献[1 ]不同 ,算法的实现

不需要方位估计的先验知识和协方差矩阵的去噪预处理.分辨性能的蒙特卡罗仿真实验表明 ,新算法对空间相干信源

的分辨性能优于常规的空间平滑算法和最大似然算法 ,在小阵列和信源空间间隔较近时 ,算法的优越性尤为突出.
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Abstract :　The optimal weighted spatial smoothing (WSS) technique proposed in[ 1 ]is capable of de2correlating the coherent

sources perfectly ,with the equivalent sources covariance matrix diagonal. Based on the fact that the optimal weight matrix in[ 1 ]is a

function matrix of source directions and the array covariance matrix after optimal WSS is Toeplitz ,a new cost function is constructed.

The bearing estimates can then be achieved by virtue of a genetic2algorithm2based Toeplitz matrix fitting. Compared with[1 ] ,the pro2
posed algorithm can be realized without the a priori knowledge about source directions and de2noising preprocessing. The Monte2Carlo

simulation results demonstrate that the new algorithm is highly superior to the conventional SS(spatial smoothing) technique in the re2
solving ability for spatially2closed coherent sources ,especially in the case of small array size. Besides ,the comparison of new methods

with maximum2likelihood methods is also presented.
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1　引言

　　以MUSIC算法为代表的子空间类高分辨 DOA估计算法

对于非相干或相关程度较小的空间信源具有良好的分辨性

能 ,且运算量较小.但它们优良的分辨性能却会随空间信源间

的相关程度的增加而逐渐恶化 ,直至失效.空间平滑 SS算法

(Spatial Smoothing[2～5 ]是一种常用的解相干预处理方法.文献

[2 ]对空间前向平滑技术 (Forward SS)进行了深入的研究和讨

论 ,文献[ 3～5 ]对前后双向空间平滑技术 ( Forward2Backward

SS)进行了深入的研究和讨论.但上述提到的种种 SS技术都

是通过牺牲阵列的有效孔径来获得其解相干能力的.由于阵

列孔径的损失 ,算法对相干源的分辨能力都有较大幅度的下

降.而且上述的 SS技术只能使信源协方差矩阵恢复为满秩 ,

SS预处理后信源间仍然是相关的 ,随后进行的常规子空间类

算法的分辨能力仍然会受到影响.

如何使空间相干信源彻底解相关 ,使等效的信源协方差

矩阵恢复为对角阵 ,一直是国内外学者研究的方向和目标.为

了最大限度地对空间相干信源解相关 ,提高 SS预处理后子空

间类算法的分辨能力.人们提出了一些加权的空间平滑机

制[6～10 ] ,但我们注意到 ,上述种种加权 SS技术往往忽略了对

子阵输出互相关信息的利用.相应地 ,为了使空间相干信源彻

底解相关 ,通常它们所需的平滑次数很大.最近 ,在文献 [1 ]中

作者充分利用了子阵输出的自相关和互相关信息 ,提出一种

新的加权空间平滑技术 (WSS:weighted spatial smoothing)来对相

干源进行解相关 ,并推导了使相干信源彻底解相关的最优加

权矩阵的理论表达式 ,WSS技术大大减少了使相干信源彻底

解相关所需的平滑次数.由于文献[1 ]中导出的最优权矩阵是

空间信源方位的函数矩阵 ,本文利用最优加权空间平滑后阵
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列协方差矩阵的 Toeplitz性 ,提出了一种基于矩阵 Toeplitz拟

合的相干源方位估计算法.与文献 [1 ]不同 ,新算法的实现不

需要方位估计的先验知识和协方差矩阵的解噪预处理.

2　窄带阵列数学模型

　　对于 N元均匀线阵 ,阵元间距为 d ,且假设均为各向同

性阵元.阵列远场中在以线阵轴线法线为参考的θk ( k = 1 ,2 ,

⋯, M)处有 M个窄带点源以平面波入射 (波长为λ) .阵列接

收的快拍数据可由式 (1)表示为 :

X( t) = A (θ) S ( t) + N ( t) (1)

式中 X( t)为 N×1快拍数据矢量 . N ( t)为 N ×1阵列噪声矢

量 ,阵列噪声假定为空时独立的高斯白噪声 ,均值为 0 ,方差

为σ2 . S ( t)为信号矢量.θ为信源方位矢量. A (θ)为阵列的

流形矩阵 , A (θ) = [ a (θ1) , a (θ2) , ⋯, a (θM) ] ,其中 a (θk) =

[1 ,e jβ
k , ⋯,e j ( N - 1)β

k ] T , k = 1⋯M 为第 k 个信源的导向矢量 ,

βk 为信源波数由式 (2)表示为 :

βk =
2π
λdsin (θk) (2)

阵列的协方差矩阵 R定义为 :

R = E[ X( t) XH ( t) ] = ARsAH +σ2 I (3)

其中 RS = E[ S ( t) SH ( t) ]为信源的协方差矩阵. I为单位阵.

对于相干信源的情形 ,奇异的信源协方差矩阵 RS 的秩

将退化为 1 ,当我们对 R进行特征分解后 ,信号子空间的维数

(为 1)将小于阵列流形矩阵 A (θ)的秩 ,导致了相干源对应的

阵列导向矢量 a (θk )将不再正交于噪声子空间 ,以致于以

MUSIC为代表的子空间类算法彻底失效.

3　加权空间平滑算法

　　常规的空间平滑 (SS)是一种有效的用于相干源 DOA估

计的预处理方法 (为了论述简要 ,本文仅考虑前向空间平滑

FSS) .它利用均匀线阵 (ULA)的平移不变性 ,将阵列划分为相

互重叠的 L 个子阵 ,对应每个子阵中阵元个数为 m = N - L

+ 1.分别计算 L 个子阵的协方差矩阵 ,然后进行简单的算术

平均 ,从而形成一个平滑后的 m元阵列的协方差矩阵 R′f

R′f =
1
L ∑

L

k =1

FkRFT
k (4)

其中 Fk = [ 0m×( k - 1) | Im | 0m×( N - k - m + 1) ].空间平滑技术实质

上是将原主阵协方差矩阵 R的沿主对角线的 L 个 m 阶子矩

阵进行了简单的算术平均 ,它只利用了子阵输出的自相关信

息而忽略了子阵输出的互相关信息 (对应于阵列协方差矩阵

R除沿主对角线的 L 个 m 阶子矩阵之外的 L2 - L 个 m 阶子

矩阵) .

为了充分利用子阵输出的自相关和互相关信息 ,并对空

间相干信源彻底解相关 ,文献[1 ]中提出了一种新的加权空间

平滑技术 (WSS) .它将原主阵协方差矩阵 R中所有的 L2 个 m

阶子矩阵进行加权平均.加权平滑后的 m 元阵列协方差矩阵

R′w可由式 (5)所示 :

R′w = ∑
L

i =1
∑
L

j =1

Fi RFH
j wij (5)

定义加权矩阵 W如式 (6)所示 :

W =

w11 w12 ⋯ w1L

w21 ω ω w2L

… ω ω …
wL1 wL2 ⋯ wLL

(6)

则经WSS平滑后的 m 元阵列协方差矩阵 R′w 可表示如

式 (7～11)

R′w = AmR′sAH
m + Q′N (7)

R′s = Rs·( BHWB) (8)

Q′N = ∑
L

i =1
∑
L

j =1

Fi FH
j wij (9)

B = [ b1 b2⋯bM ] (10)

bk = [1　e - jβ
k 　e - j2β

k 　⋯　e - j ( L - 1)β
k ] T (11)

其中 R′s为平滑后等价的信源协方差矩阵 , Q′N 为平滑后等

价的阵列噪声协方差矩阵.其中 (·)为矩阵的 Hadamard积 (对

应元素相乘) .

为了对空间相干信源进行彻底解相干 ,使加权平滑后等

价的信源协方差矩阵变为对角阵.文献[1 ]中选取最优加权矩

阵 Wopt为

Wopt = ( BBH) + (12)

其中上标 +表示矩阵的Moore2Penroser伪逆.

从式 (12)和式 (9)可见 :

(1)最优权矩阵式 (12)是信源真实方位的函数矩阵 ,而信

源方位正是欲求的 ,在文献 [1 ]中 ,采用的方法是通过利用方

位的先验知识在真实信源方位附近选取角度来构造最优权矢

量或通过任意选取方位估计的初值进行 WSS算法方位估计

的迭代运算 ;

(2) WSS算法引入了等效的阵列相关噪声协方差矩阵

Q′N ,在低信噪比的情况下对算法的性能会有不利的影响 ,文

献[1 ]中我们采用了阵列协方差阵列 R的去噪预处理 ,来抑

制相关噪声的影响.

4　基于矩阵 Toeplitz拟合的相干源 DOA估计算法

　　对于理想的独立源的情形 ,基于式 (3)的阵列模型 ,阵列

协方差矩阵 R应具有 Toeplitz性.当我们引入如式 (12)的加权

矩阵 Wopt时 ,我们可以在保留空间信源方位信息的同时 ,对空

间相干信源彻底解相关 ,将原信源协方差矩阵 RS 中的非对

角线上的信源互相关因子置零 ,使加权平滑后等效的信源协

方差矩阵 R′S 变为对角阵.相应地 ,在无阵列噪声的情况下 ,

R′w应具有 Toeplitz性.

另外 ,我们注意到 ,虽然 WSS引入了一个非白化的阵列

噪声协方差矩阵 Q′N ,但由于矩阵 Fi FH
j 的 Toeplitz性和矩阵

Toeplitz性的线性叠加性 ,矩阵 Q′N 将始终保持 Toeplitz性 ,它

的引入并不会影响用加权矩阵 (12)进行加权平滑后 R′w 的

Toeplitz性.所以我们得出如下结论 :

当WSS算法中加权矩阵 W取如式 (12)时 ,加权平滑后的

阵列协方差矩阵 R′w将具有 Toeplitz性.

由于最优权矩阵 (12)是信源真实方位的函数矩阵 ,所以
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寻找最优加权矩阵的过程实际上可以看作一个方位估计的过

程.我们可以通过 R′w (θ)的 Toeplitz矩阵拟合来获得信源方

位的估计 ,如式 (13)～ (17)所示 :

θ̂= min
θ
‖R′w (θ) - R′T (θ) ‖2

F (13)

R′w (θ) = ∑
L

i =1
∑
L

j =1

Fi RFH
j wij (θ) (14)

R′T (θ) = Toeplitz[ r1 , r2 , ⋯, rm ] (15)

ri =
1

m - i + 1 ∑
m - i+1

p =1

[ R′w (θ) ] p , p + i - 1 , i = 1 ,2 , ⋯, m (16)

W (θ) = ( B (θ) BH (θ) ) + (17)

其中[ R′w (θ) ] p , p + i - 1为矩阵 R′w (θ)的第 p行 p + i - 1列的

元素 ,相应地 , R′T (θ)是 R′w (θ)对应的 Toeplitz矩阵形式.

从上面的分析可知 ,与文献 [1 ]中的预处理算法不同 ,新

算法的实现不需要方位估计的先验知识和协方差矩阵的去噪

预处理.在本文算法的实现中我们采用了遗传算法作为优化

拟合工具 ,遗传算法的初始群体是在阵列 FOV (Field of View)

内随机选择的 P个的信源方位估计矢量[θ1 ,θ2 ,θ3 , ⋯,θP ] ,

其中 P为初始群体规模 ,个体的适应度由 R′w (θ)与 R′T (θ)

的拟合程度来决定 ,经过遗传算法的自适应概率搜索后 ,我们

将最终群体中的最优个体作为我们的方位估值.

5　计算机仿真结果

　　我们使用阵元间距为 015倍波长的均匀线阵.分别使用

本文算法、SS算法和ML算法对信源方位进行估计.本文算法

和ML算法实现中遗传算法[11 ]的参数选择如下表 1所示.

表 1　遗传算法的参数选择

个体编码 实数多参数级联编码

初始群体 随机产生 , P = 100

选择算子 Roulette比例选择算子

交叉算子 算术交叉 +启发式交叉

变异算子 均匀变异 +非均匀变异

终止条件 最大代数 = 150

　　实验 1　不同阵元数情况下的本文算法与常规 SS算法

性能比较.

在空间中以阵列的法线方向为参考的 35度、40度的方位

上有 2个等功率的全相干的信源.快拍数 200 ,信噪比固定为

20dB、子阵平滑次数为 3、当阵元数从 6变到 16分别对本文算

法和 SS算法进行分辨性能的 100次Monte2Carlo统计实验.图

1～3给出了 35度方位估计成功概率、估计偏差、估计方差的

比较曲线. (当空间信源的方位估值与真实信源方位相差小于

等于 1度时认为估计成功. )实验结果表明 ,在阵元数较小时

SS算法根本无法对 35度和 40度两个空间信源进行分辨 ,空

间谱曲线总是在 3715 度附近形成虚假谱峰.而本文算法在

150代的进化搜索后可以稳健、准确地收敛到信源真实方位

附近.从实验结果我们可以算出本文算法的分辨性能远远优

于常规的空间平滑技术 ,特别是在小阵列时 ,优越性更为突

出.但值得提出的本文算法是一个多维搜索算法 ,它的运算量

较常规的空间平滑算法要大.

图 1 阵元数变化时本文算　　　图 2 阵元数变化时本文算

法与 SS算法的成 法与 SS算法的估

功概率比较曲线 计偏差比较曲线

实验 2　本文算法分辨性能与最大似然算法的比较.

本实验中 ,将本文算法与 ML 算法对相干信源的分辨能

力进行比较 ,我们进行了如下的Monte2Carlo统计实验.在空间

中以阵列的法线方向为参考的 8度、10度的方位上有 2个等

功率的全相干的信源 ,阵元数固定为 6、快拍数为 200 ,本文算

法子阵平滑次数为 4 ,ML算法使用 6元阵的阵列孔径.当信噪

比从 0dB变化到 50dB时 ,对本文算法和 ML算法进行了分辨

性能的 100次Monte2Carlo统计实验.图 4～6给出了 8度方位

估计成功概率、估计偏差、估计方差的比较曲线. (当空间信源

的方位估值与真实信源方位相差小于等于 1度时认为估计成

功. )实验结果表明 ,本文算法的信噪比门限明显低于 ML 算

法 ,估计偏差与ML相似 ,但估计方差较ML要小.可见本文算

法的分辨性能优于ML算法.这一点与ML算法在相干源时的

性能下降是一致的.

图 3 阵元数变化时本文算　　　图 4 本文算法与ML算法的

法与 SS算法的估 成功概率比较曲线

计方差比较曲线 　

图 5 本文算法与ML算法的　　　图 6 本文算法与ML算法的

估计偏差比较曲线 估计方差比较曲线

同时我们注意到本文算法与最大似然算法都属于高维的

参数搜索算法 ,虽然它们的性能优越 ,但运算量却很大.矩阵

求逆通常是算法实时实现的运算瓶颈所在.在本文的实验中

我们使用遗传算法作为它们的优化工具.运算量主要集中在

对个体评估函数的计算上 ,对于最大似然算法的个体评估 ,它
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需要求解阵列流形矩阵 A (θ)的投影矩阵 ,它需要完成 N×N

矩阵求逆 ,而对于本文算法我们只需要在求解加权矩阵时对

L×L 矩阵求逆.当子阵数选取较少时 ,本文算法在运算量上

较常规的ML算法有一定的优越性.

6　结论

　　本文基于文献 [ 1 ]中提出的加权空间平滑技术 (WSS:

weighted spatial smoothing) ,利用最优WSS后的阵列协方差矩阵

的 Toeplitz性 ,通过WSS后阵列协方差矩阵的 Toeplitz拟合 ,获

得了相干源的方位估计.分辨性能的蒙特卡罗仿真实验表明 ,

该算法对空间相干信源的分辨性能优于常规的空间平滑算法

和ML算法 ,特别是在小阵列时其优越性更为突出.本文算法

不需要对阵列协方差矩阵进行特征分解而且在经过大约 100

次的遗传迭代后便可获得理想的方位估计精度 ,但其运算量

还是比较大的 ,但我们可以通过遗传算法的并行实现机制来

节省运算时间.
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